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Ge´ome´trie alge´brique/ Algebraic geometry.
Rang de courbes elliptiques d’invariant donne´.
Jean-Franc¸ois Mestre.
Re´sume´.- Nous montrons qu’il existe une infinite´ de courbes elliptiques
de´finies sur Q, d’invariant modulaire donne´, et de rang ≥ 2. De plus, il existe
une infinite´ de courbes de´finies sur Q, d’invariant nul (resp. e´gal a` 1728), et de
rang ≥ 6 (resp. ≥ 4).
On the rank of elliptic curves with given modular invariant.
Abstract.- We prove that there exist infinitely many elliptic curves over Q
with given modular invariant, and rank ≥ 2. Furthermore, there exist infinitely
many elliptic curves over Q with invariant equal to 0 (resp. 1728), and rank
≥ 6 (resp. ≥ 4).
Soit k un corps de caracte´ristique nulle, et t une inde´termine´e. Nous prou-
vons ici les the´ore`mes suivants:
The´ore`me 1 Soit j un e´le´ment de k. Il existe une courbe elliptique de´finie sur
k(t), d’invariant modulaire j, qui n’est pas k(t)-isomorphe a` une courbe ellip-
tique de´finie sur k, et qui posse`de deux points rationnels sur k(t) line´airement
inde´pendants.
The´ore`me 2 Il existe une courbe elliptique de´finie sur k(t), dont l’invariant
modulaire est e´gal a` 1728 (resp. 0), qui n’est pas k(t)-isomorphe a` une courbe
de´finie sur k, et qui posse`de 4 (resp. 6) points rationnels sur k(t) line´airement
inde´pendants.
On en de´duit par spe´cialisation les corollaires suivants:
Corollaire 1 Soit j un e´le´ment de Q. Il existe une infinite´ de courbes ellip-
tiques de´finies sur Q, non deux a` deux Q-isomorphes, d’invariant modulaire j,
dont le rang du groupe de Mordell-Weil est ≥ 2.
Corollaire 2 Il existe une infinite´ de courbes elliptiques de´finies sur Q, d’invariant
modulaire e´gal a` 1728 (resp. 0), non deux a` deux Q-isomorphes, dont le rang
du groupe de Mordell-Weil est ≥ 4 (resp. ≥ 6).
1 De´monstration du the´ore`me 1
The´ore`me 3 Soient k un corps de caracte´ristique nulle, et E et E′ deux
courbes elliptiques de´finies sur k. On suppose que les invariants modulaires
j(E) et j(E′) ne sont pas simultane´ment e´gaux a` 0 ou a` 1728. Il existe alors
une courbe C, reveˆtement quadratique de la droite projective, de´finie sur k, et
deux morphismes inde´pendants p : C → E et p′ : C → E′ de´finis sur k.
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(On rappelle que deux morphismes p : C → E et p′ : C → E′ sont
dits inde´pendants si les images re´ciproques par p∗ et p′∗ des formes de premie`re
espe`ce de E et E′ sont line´airement inde´pendantes.)
Soient y2 = x3 + ax + b une e´quation de E et y2 = x3 + a′x + b′ une
e´quation de E′. L’hypothe`se sur j(E) et j(E′) implique que a = 0→ a′ 6= 0 et
b = 0→ b′ 6= 0.
Posons f(x) = x3+ax+b et g(x) = x3+a′x+b′. Si u est une inde´termine´e,
l’e´quation (en x)
u6f(x) = g(u2x)
a pour solution x = φ(u), avec φ(u) = − b
′ − u6b
u2(a′ − u4a)
.
Soit C la courbe d’e´quation Y 2 = f(φ(X)). Soient ρ : C → E et ρ′ : C →
E′ les morphismes donne´s par ρ(X,Y ) = (x = φ(X), y = Y ) et ρ′(X,Y ) = (x =
X2φ(X), y = X3Y ). Si ω = ρ∗(dx/y) et ω′ = ρ′∗(dx/y), on a
ω/ω′ =
3aX4b′−2X6ba′−b′a′
X3(X6ba−3X2ba′ + 2ab′)
,
fraction rationnelle en X non constante. Par suite, ω et ω′ sont inde´pendantes
dans l’espace des formes diffe´rentielles de premie`re espe`ce de C, d’ou` le the´ore`me.
Remarque. Le calcul montre que le genre de C est ≤ 10. Plus pre´cise´ment,
si l’invariant modulaire j(E) de E n’est pas e´gal a` j(E′), et si j(E) et j(E′)
sont distincts de 0 et 1728, le genre de C est e´gal a` 10. Si j(E) = j(E′), et
distinct de 0 et 1728, le genre de C est e´gal a` 6. Si j(E) = 1728, et j(E′) 6= 0,
le genre de C vaut 7. Si j(E) = 0, et j(E′) 6= 1728, le genre de C vaut 8. Enfin,
si j(E) = 0 et j(E′) = 1728, le genre de C vaut 5.
The´ore`me 4 Soient k un corps de caracte´ristique nulle, et j un e´le´ment de k.
Il existe une courbe C de´finie sur k, reveˆtement quadratique de la droite pro-
jective, une courbe elliptique E de´finie sur k d’invariant j, et deux morphismes
inde´pendants p et p′ de C dans E de´finis sur k.
Si j ∈ k, j 6= 0, 1728, et si a = b = 27j
4(j − 1728)
, la courbe elliptique E,
de´finie sur k, d’e´quation y2 = x3 + ax + b a comme invariant modulaire j. Le
the´ore`me pre´ce´dent permet donc de conclure, sauf si j = 0 ou j = 1728.
Or la jacobienne de la courbe de genre 2, de´finie sur Q, d’e´quation y2 =
x6 +1 est Q-isoge`ne au produit de la courbe elliptique y2 = x3 +1, d’invariant
modulaire e´gal a` 0, avec elle-meˆme. D’ou` le re´sultat si j = 0.
De meˆme, soit C la courbe de genre 2 d’e´quation y2 = (t2+1)(t2−2)(2t2−1).
Les morphismes (t, y) 7→ (t2, y) et (t, y) 7→ (1/t2, y/t3) de´finissent deux
reveˆtements de C sur la courbe elliptique d’e´quation y2 = (x+ 1)(x − 2)(2x −
1), dont l’invariant modulaire vaut 1728. Cela ache`ve la de´monstration du
the´ore`me.
Remarques.- Si E est une courbe elliptique de´finie sur k, il est parfois
possible de trouver une courbe hyperelliptique de´finie sur k, de genre < 10,
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dont la jacobienne est k-isoge`ne a` E × E × A, ou` A est une varie´te´ abe´lienne
convenable. Par exemple:
1) Soit E une courbe elliptique de´finie sur k d’e´quation y2 = x3−ax+ b, ou`
a est non nul et de la forme α2 +3β2, α, β ∈ k. La conique x21 + x1x2 + x
2
2 = a
est alors k-isomorphe a` la droite projective, d’ou` l’existence de deux fractions
rationnelles x1(t) et x2(t) telles que la fraction rationnelle f(t) = x
3
1 − ax1 + b
soit e´gale a` la fraction rationnelle x32 − ax2 + b. On en de´duit 2 applications
rationnelles (t, y) 7→ (x1(t), y) et (t, y) 7→ (x2(t), y) de la courbe C d’e´quation
y2 = f(t) sur E. Les fractions rationnelles x′1 et x
′
2 n’e´tant pas proportionnelles,
et la courbe C e´tant de genre 3, on en de´duit que la jacobienne de la courbe C
est k-isoge`ne a` E × E × E1, ou` E1 est une courbe elliptique de´finie sur k.
2) Soient E1 et E2 deux courbes elliptiques, de´finies sur k, dont les points
d’ordre 2 appartiennent a` k. Si y2 = (x − a)(x − b)(x − c) (resp. y2 = (x −
a′)(x − b′)(x − c′)) est une e´quation de E1 (resp. E2), quitte a` permuter les
roˆles de a, b, c, on peut trouver une application affine x 7→ h(x) = αx+ β telle
que h(a) = a′, h(b) = b′, et h(c) 6= c′. La jacobienne de la courbe de genre 2
d’e´quations
y2 = (x− a)(x− b)(x− c), z2 = α(x− a)(x− b)(x− h−1(c′))
est alors isoge`ne a` E1 × E2.
Le the´ore`me 1 de´coule aise´ment du the´ore`me pre´ce´dent. En effet, si j ∈ k,
d’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent, il existe une courbe C, de´finie sur k, reveˆtement
quadratique de la droite projective, une courbe elliptique E de´finie sur k d’invariant
j, et deux morphismes inde´pendants p1 et p2 de C sur E. Soit w l’involution
hyperelliptique de C; les morphismes p1 ◦ w + p1 et p2 ◦ w + p2 de C dans E
sont constants, car w agit sur la jacobienne de C comme −1. Par suite, les
morphismes p′1 = p1 ◦w− p1 et p
′
2 = p2 ◦w− p2 sont inde´pendants; si y
2 = f(t)
est une e´quation de C, et si Ew est la courbe obtenue a` partir de E par torsion
par
√
f(t), les points P1 = p
′
1(t,
√
f(t)) et P2 = p
′
2(t,
√
f(t)) sont des points
inde´pendants de Ew, rationnels sur k(t). D’ou` le the´ore`me 1.
2 De´monstration du the´ore`me 2
2.1 Le cas des courbes d’invariant j = 1728
Soit p(x) = x4 + a2x
2 + a1x + a0 un e´le´ment de k[x], dont les racines xi,
1 ≤ i ≤ 4, appartiennent a` k, et sont de somme nulle. La courbe E d’e´quation
x4 + a2y
2 + a1y + a0 = 0 posse`de 4 points k-rationnels naturels, a` savoir les
points Pi = (xi, xi). Si a0 = −u
4, ou` u ∈ k, E posse`de un nouveau point
k-rationnel, a` savoir le point O = (−u, 0). Si a2(a
2
1 − 4a0a2) 6= 0, la courbe E
est de genre 1, et d’invariant modulaire e´gal a` 1728.
Or l’e´quation a0 = −u
4 s’e´crit x1x2x3(x1 + x2 + x3) = u
4.
Comme me l’a indique´ J.-P. Serre, cette e´quation a e´te´ e´tudie´e par Euler ([1],
p. 660), qui a exhibe´ plusieurs courbes unicursales trace´es sur S, par exemple
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la courbe
u = 1, x1 = t
2t2 − 1
2t2 + 1
, x2 =
2t2 − 1
2t(2t2 + 1)
, x3 =
4t
2t2 − 1
.
Soit donc x4 = −x1 − x2 − x3, ou` les xi sont donne´s par les formules ci-
dessus, et soit p =
∏
(x− xi) = x
4 + a2x
2 + a1x+ a0. La courbe E, de´finie sur
k(t), d’e´quation x4 + a2y
2 + a1y + a0 est de genre 1; elle est k(t)-isomorphe a`
la courbe elliptique d’e´quation y2 = x3 + a2(a
2
1 − 4a0a2)x.
On ve´rifie que a2(a
2
1 − 4a0a2) n’est pas une puissance quatrie`me dans k(t);
par suite, E n’est pas k(t)-isomorphe a` une courbe de´finie sur k.
Pour prouver que les 4 points Pi sont inde´pendants, le point O e´tant choisi
comme origine, et de´montrer ainsi l’assertion du the´ore`me 2 relative aux courbes
d’invariant 1728, il suffit de ve´rifier que, pour une valeur de t, les spe´cialisations
des points Pi sont des points inde´pendants.
Or, pour t = 1, le calcul, a` l’aide du logiciel gp, montre que le de´terminant de
la matrice des hauteurs des spe´cialisations des points Pi est e´gal a` 603.61237 . . .,
et est donc non nul.
2.2 Le cas des courbes d’invariant 0
Soit p ∈ k[X] un polynoˆme unitaire de degre´ 6. Il existe alors un unique
polynoˆme unitaire g ∈ k[X], de degre´ 2, tel que le polynoˆme r = p− g3 soit de
degre´ ≤ 3.
Supposons que les racines x1, . . . , x6 de p soient dans k. La courbe E
d’e´quation r(x) + y3 = 0 contient les 6 points k-rationnels Pi = (r(xi), g(xi)),
1 ≤ i ≤ 6.
De plus, si le discriminant de r est non nul, la courbe E est de genre 1 et
d’invariant modulaire e´gal a` 0.
Si le coefficient de degre´ 3 de r est le cube d’un e´le´ment de k, l’un des points
a` l’infini de E est k-rationnel, et on peut le choisir comme origine O de la courbe
elliptique E. Nous allons montrer que, si les xi sont convenablement choisis,
les points Pi sont alors inde´pendants.
Sans nuire a` la ge´ne´ralite´ du proble`me, on peut supposer que la somme
des racines xi de p est nulle. On peut donc e´crire p sous la forme p(x) =
x6 + a4x
4 + a3x
3 + a2x
2 + a1x+ a0. On a alors
g(x) = x2 + a4/3, r(x) = a3x
3 + (a2 − a
2
4/3)x
2 + a1x− a
3
4/27.
Le coefficient a3 du polynoˆme p est homoge`ne de degre´ 3 en les racines xi
de p. L’hypersurface cubique (en les variables u et xi, 1 ≤ i ≤ 5) d’e´quation
u3 = a3 posse`de des sous-varie´te´s line´aires k-rationnelles naturelles, par exemple
u = 0, x1 = x2 = x3 = −x4 = −x5.
Par des manipulations classiques, cela permet d’obtenir des courbes unicur-
sales trace´es sur cette hypersurface. On trouve par exemple
x1 = −126(35t − 19)(14t − 13)(t+ 1), x2 = 63(−980t
3 + 3549t− 3084t + 1135),
x3 = 126(35t − 19)(14t − 13)(t + 1), x4 = 63(1127t
3 − 3108t2 + 3525t − 988),
x5 = −113876t
3 + 265629t2 − 259980t + 69103, x6 = 104615t
3 − 293412t2 + 232197t − 78364.
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On obtient ainsi, par la me´thode de´crite ci-dessous, une courbe elliptique
E, de´finie sur k(t), munie de 6 points k(t)-rationnels. Cette courbe est k(t)-
isomorphe a` la courbe y2 = x3 − 16D, ou` D est le discriminant du polynoˆme
r.
On ve´rifie que D est un polynoˆme irre´ductible sur k(t), et n’est donc pas une
puissance sixie`me. Par suite, E n’est pas k(t)-isomorphe a` une courbe de´finie
sur k.
Pour prouver que les points Pi sont inde´pendants, le point O e´tant choisi
comme origine, il suffit de le montrer pour une valeur convenable de t. Or, pour
t = 1, le de´terminant de la matrice des hauteurs normalise´es des points Pi vaut
38462030713.186929 . . ., et est donc non nul.
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